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GRASP: Procedimentos de Busca
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Resumo: Procedimento de busca gulosos, aleatérios e adaptativos (do inglés Greedy Randomized Adaptive
Search Procedure — GRASP) é uma meta-heuristica multi-partida para otimizagao combinatdria que aplica
o método de busca local repetidamente a partir de solucoes construidas por um algoritmo guloso aleatério.
Este capitulo apresenta os componentes da meta-heuristica GRASP, hibridizagées com o método de
religamento de caminhos e a versdo do GRASP paralela. Por fim, exemplos de aplicagoes da meta-
heuristica GRASP em problemas de légica e atribuigdo oriundas da literatura sdo apresentadas.
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Abstract: GRASP (Greedy Randomized Adaptive Search Procedures) is a multi-start metaheuristic for
combinatorial optimization that repeatedly applies local search from solutions generated with a randomized
greedy algorithm. This chapter presents the building blocks of GRASP, its hybridization with path-relinking,
and its parallel implementation. The chapter concludes with examples, found in the literature, of the
application of GRASP to logic and assignment problems.
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1. Introducao

Um problema de otimizagdo combinatéria pode ser definido por um conjunto finito £ = {1,...,n}, um
conjunto de solucdes vidveis F C 2F e uma funcdo objetivo f : 2¥ — R, todos definidos para cada problema
especifico. Neste capitulo, serd considerada a versao de minimizagao do problema, na qual o objetivo consiste
em encontrar uma solu¢do 6tima S* € F tal que f(S*) < f(S), VS € F. Dentre os diversos problemas
reais praticos de otimizacao combinatéria pode-se citar as mais distintas aplicagoes, tais como, roteamento,
escalonamento, planejamento da producao e inventdrio, localizacao de instalagoes, biologia computacional,
entre outras.

Embora muito progresso venha sendo alcangado na tarefa de encontrar comprovadas solugoes 6timas em
problemas de otimizagao combinatdria, empregando técnicas tais como branch and bound, planos de corte e
programacao dinamica, assim como solugoes aproximadas via algoritmos aproximativos, entretanto muitos
problemas de otimizacao combinatéria que ocorrem na pratica se beneficiam de métodos heuristicos que
rapidamente produzem solucoes de boa qualidade sem necessariamente garantir a otimalidade. Neste sentido,
muitas heuristicas modernas para otimizagao combinatoria sao baseadas nos guidelines de meta-heuristicas,
tais como: algoritmos genéticos, simulated annealing, busca tabu, variable neighborhood search, scatter search,
religamento de caminhos, iterated local search, ant colony optimization, swarm optimization e procedimento
de busca guloso, aleatério e adaptativo (GRASP).

Este capitulo tem por objetivo apresentar os componentes estruturais basicos do GRASP, incluindo diversos
esquemas construtivos, métodos de busca local e hibridizagoes com religamento de caminhos. Os esquemas
de busca local sdo apresentados na Secdo 2. Em seguida, a meta-heuristica GRASP é revista na Secao 3.
Na Secao 4, oito variantes do método construtivo guloso aleatério sdo descritas. As hibridizages de GRASP
com religamento de caminhos sdo explanadas na Secdo 5, enquanto o GRASP paralelo na Segdo 6. Por
fim, exemplos de aplicagoes da meta-heuristica GRASP nas dreas de légica e atribuicao sao apresentadas na
Secao 7, seguidas pelas conclusoes na Secao 8.
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2. Esquemas de Busca Local

Considere o grafo X (S, M) correspondente ao espago de solugdes vizinhas, onde o conjunto de vértices S
representa todas as solugoes vidveis de um problema de otimizagao combinatéria e o conjunto de arestas M,
os movimentos conectando solugdes vizinhas. Uma solugéo s € S pertence a vizinhanga N(t) de uma solugéo
t € S se s pode ser obtida a partir de ¢ através de pequenas alteragoes pré-definidas empregadas em t. Se a
solugdo s € N(t), entdo t € N(s), (s,t) € M e (t,s) € M. Por dltimo, diferentes estruturas de vizinhanga
podem ser definidas para cada problema de otimizagao combinatoria.

Os esquemas de busca local partem de uma solugao inicial, por sua vez tida como sendo a solugdo corrente,
a procura de uma solugdo melhor na vizinhanga da solucdo corrente. Se esta solugdo existir, automaticamente
tornar-se-4 a nova solugao corrente e a busca local recursivamente serd aplicada sobre esta solugao. O
procedimento termina quando nenhuma solugao melhor do que a corrente existir na vizinhanga desta tltima.
Tal esquema de busca local exige que o tamanho da vizinhanga seja tal que sua exploracao possa ser feita
eficientemente.

O Algoritmo 1 mostra o pseudo-cédigo para o algoritmo de busca local padrao. A busca local comeca em
algum vértice sy € S tornando-o a solugao atual ¢, ou seja, ¢ = sg. A cada iteracao, o algoritmo procura
uma solugao vizinha que possua um valor da fungao objetivo melhor do que o valor correspondente a solugao
corrente, ou seja, uma solugdo s € N(t) tal que f(s) < f(t). Se tal solugao existir, tornar-se-& a solugdo
corrente, ou seja, t = s. Estas iteragoes sao repetidas até nao existir nenhuma solugao melhor do que a
solucdo corrente ¢ na vizinhanca N(t). Neste caso, a solucdo ¢ é denominada como um dtimo local.

Dados: sg € S
Resultado: 6timo local.
1 t <4 So;
2 enquanto existe s € N(t) tal que f(s) < f(t) faga
3 t < s;
4 fim
5 retorna t;

Algoritmo 1: Busca local padrao

A busca local pode ser vista como partindo de um vértice s € S e examinado os nés adjacentes no grafo
X em busca de uma solugao de melhoria. Na variante first-improving, a busca local se move para a primeira
solugao de melhoria encontrada na vizinhanga, enquanto na variante best-improving todas as solugoes da
vizinhanca sao avaliadas de modo que a busca local se direcione para a melhor solugao encontrada. Pode-se
considerar esta fase da busca como sendo a de intensificacdo, uma vez que apenas uma pequena parte do
espago de solugoes esté sendo considerada.

Virios enfoques foram propostos para estender a busca local acima citada, tais como, variable neighborhood
descent (Andrade & Resende, 2006; Hansen & Mladenovié¢, 1998; Martins et al., 1999; Ribeiro & Souza, 2002;
Ribeiro et al., 2002; Ribeiro & Vianna, 2005), variable neighborhood search (Beltrén et al., 2004; Canuto et al.,
2001; Drummond et al., 2002; Festa et al., 2002; Hansen & Mladenovié, 1998; Ochi et al., 2001), busca tabu
de memdria curta (Abdinnour-Helm & Hadley, 2000; de Souza et al., 2003; Delmaire et al., 1999; Glover,
1989, 1990; Laguna & Gonzélez-Velarde, 1991; Li et al., 2004; Lim & Wang, 2004; Moura & Oliveira, 2005;
Pu et al., 2006; Serra & Colomé, 2001; Souza et al., 2001), simulated annealing (de la Pena, 2004; Kirkpatrick
et al., 1983; Liu et al., 2000), iterated local search (Baum, 1986, 1987; Baxter, 1981; Johnson, 1990; Martin
& Otto, 1996; Martin et al., 1991; Ribeiro & Urrutia, 2007), e very-large scale neighborhood search (Ahuja
et al., 2001, 2002; Geng et al., 2005), os quais admitem, além da exploragao da vizinhanga da solugao corrente,
desde movimentos para solugoes de custo maior do que a solugao corrente, passando pelo cendrio de multiplas
vizinhancas, até a exploragao de vizinhancas bem maiores.

3. Procedimentos de Busca Gulosos, Aleatorios e Adaptativos

Um método de busca eficaz precisa viabilizar sua diversificagao. Portanto, uma boa estratégia para a busca
local nao deve se ater a uma regiao particular do espago de solugoes, como por exemplo, em torno de uma
solucao construida por um algoritmo guloso. Uma alternativa consiste em iniciar uma busca local a partir
de varias solucgoes geradas aleatoriamente, com a expectativa de que haja um caminho de melhoria de custo
partindo de uma destas solucoes até uma solugao 6tima ou proxima do 6timo.

Um procedimentos de busca guloso, aleatorio e adaptativo repetidamente aplica a busca local a partir
de solugoes construidas com um algoritmo guloso aleatério. O melhor 6timo local dentre todas as buscas
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locais é retornado como solucdo da heuristica. O Algoritmo 2 apresenta o pseudo-cédigo de um GRASP
genérico. Ao fim da fase de construcao gulosa aleatéria, a solucdo obtida é vidvel para diversas instancias da
heuristica. Entretanto, para alguns problemas, a solugao pode ser inviavel, logo requerendo a aplicagao de
um procedimento de reparo que restaure sua viabilidade. Exemplos de implementagbes GRASP munidas de
procedimentos de reparos para restaurar a viabilidade de solugoes podem ser encontrados em Duarte et al.
(2007a), Duarte et al. (2007b), Nascimento et al. (2010) e Mateus et al. (2011).

Uma caracteristica especialmente atraente da meta-heuristica GRASP é a facilidade com que pode ser
implementada. Dado que poucos parametros precisam ser inicializados e ajustados, logo o desenvolvimento
pode se ater a implementacao dos algoritmos e estruturas de dados que garantam a eficiéncia do projeto. Como
serd visto a seguir, as implementagoes bésicas do GRASP repousam exclusivamente em dois parametros. O
primeiro controla o niimero de iteragoes dos métodos construtivo e de busca local a serem aplicados. O segundo
controla a mistura dos enfoques aleatério e guloso do método construtivo. A despeito de sua simplicidade
e facilidade de implementacdo, GRASP é uma meta-heuristica muito eficaz e produz as melhores solugdes
conhecidas para muito problemas.

GRASP foi introduzido pela primeira vez por Feo & Resende (1989). Ver Feo & Resende (1995), Pitsoulis
& Resende (2002), Resende & Ribeiro (2003), Resende et al. (2010b) e Resende (2008) para um revisao da
meta-heuristica GRASP e Festa & Resende (2002, 2009a,b) para uma bibliografia anotada do assunto.

Dados: critério de parada
Resultado: solugao z*.
1z oo
2 enquanto critério de parada ndao for satisfeito faga

3 x < GulosoAleatorio(-);
4 se x nao for vidvel entao
5 |z« reparo(z);

6 fim

7 x < BuscaLlocal(x);

8 se f(z) < f(z*) entao

9 ‘ ¥

10 fim
11 fim

12 retorna z*;

Algoritmo 2: Pseudo-cédigo de um GRASP bésico.

4. Método de Construcao Guloso Aleatério

Os métodos de construgao gulosos aleatérios do GRASP visam produzir um conjunto diversificado de solucoes
inicias de boa qualidade para a busca local. Este proposito é alcangado pela adicao de aleatoriedade ao
algoritmo guloso. Neste capitulo sao ilustradas oito formas de realizar tal tarefa, nas quais as solugoes sao
construidas pela adigao de elementos a uma solugao parcial.

4.1 Construcao semi-gulosa

O Algoritmo 3 mostra o pseudo-cédigo para este método de construgdo. A cada iteracdo do primeiro esquema
de construcao, denominado algoritmo semi-guloso por Hart & Shogan (1987), seja C o conjunto de todos os
elementos que podem ser adicionados & solugao parcial e seja LRC(C') a lista restrita de candidatos composta
por elementos candidatos de alta-qualidade.

A qualidade de um elemento candidato é determinada por sua contribuigao, naquele ponto, para o custo da
solugao sendo construida. A funcao gulosa g(c) mede esta contribuigio para cada candidato ¢ € C'. Membros
do conjunto LRC(C') podem ser determinados pelo rank ou pela qualidade relativa aos outros candidatos.
Membros segundo o rank, também denominados baseados na cardinalidade, sao obtidos se o candidato é um
dos ¢ candidatos com o menor valor da funcao gulosa, onde ¢ é um parametro de entrada que determina
quao gulosa ou aleatéria serd a construgao. Membros baseados na qualidade relativa a outros candidatos
determinam um valor de corte para a fungao gulosa e somente consideram candidatos com uma valor guloso
que nao seja maior do que este valor de corte. Neste caso, a implementagao utiliza um pardmetro real a € [0, 1].
Seja ¢ = max{g(c) | c € C} e g = min{g(c) | ¢ € C}. Um candidato ¢ € C' é posto na LRC se e somente se
g<glc) <g+a-(§—g). O pardmetro de entrada « determina quéo guloso ou aleatério serd a construgao.
Um dentre os candidatos em LRC(C) é selecionado aleatoriamente e inserido na solugdo parcial. A construgao
é repetida até nao haver mais candidatos.
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Dados: E = { conjunto discreto finito }.
Resultado: solugao S.

158+ 0;C+ E;

2 enquanto |C| > 0 faga

3 Para todo ¢ € C' computar o valor da fungéo gulosa g(c);
4 Definir LRC(C) < {c € C'| g(c) tam um valor reduzido};
5 Selecionar aleatoriamente ¢* € LRC(C);

6 Adicionar ¢* & solugao parcial: S « SU{c*};

7 Seja C' o conjunto de elementos que

8 podem ser adicionados a S;

9 fim

10 retorna S;

Algoritmo 3: Método construtivo da meta-heuristica GRASP: aleatorizagdo do algoritmo guloso ou
semi-guloso.

4.2 Construcao por amostragem gulosa

Neste segundo esquema de construcao, denominado construgdo por amostragem gulosa por Resende & Werneck
(2004), um algoritmo guloso é aplicado a cada amostragem aleatéria de candidatos, ao invés da aleatorizacao do
algoritmo guloso. O Algoritmo 4 mostra o pseudo-cédigo para este procedimento construtivo. A cada passo
um subconjunto de tamanho fixo de candidatos em C' é amostrada e a contribui¢ao incremental ao custo
da solugao parcial é computada para cada elemento amostrado. Um elemento com a melhor contribuigao
incremental é selecionado e adicionado a solugao parcial. Este processo é repetido até quando nao existir
nenhum candidato.

Dados: p, F = { conjunto discreto finito }.
Resultado: solugao S.

1 S+ 0;C«+ FE;

2 enquanto |C| > 0 faca

3 Amostrar aleatoriamente min{p, |C|} elementos
4 a partir de C' e inseri-los em LRC(C);

5 Selecionar ¢* = argmin{g(c) | c € LRC(C)};

6 Adicionar ¢* & solugao parcial: S« SU{c*};
7 Seja C o conjunto de elementos

8 que podem ser adicionados a S;

9 fim

10 retorna S;

Algoritmo 4: Construgao gulosa aleatéria da meta-heuristica GRASP: amostragem gulosa

4.3 Construcao aleatdria-gulosa

Uma possivel restricao da construgao gulosa aleatéria baseada em uma lista restrita de candidatos é sua
complexidade. A cada passo do método construtivo, cada elemento candidato ainda nao selecionado tem que
ser avaliado pela funcao gulosa. Nos casos onde a diferenga entre o niimero de elementos do conjunto F e o
namero de elementos que compoem uma solugao do problema é alto, o método construtivo pode nao ser muito
eficiente. Como ocorre no caso do esquema de construgdo por amostragem gulosa, este terceiro esquema
introduzido por Resende & Werneck (2004), denominado construgdo aleatério guloso, também atende esta
restricao.

Neste esquema, uma parte da solugao é construida pela escolha aleatéria de p elementos candidatos e o
restante da solugao é completado de forma gulosa. A solugao resultante é gulosa e aleatéria. O valor de p
determina quao guloso ou aleatério é o método construtivo. Valores reduzidos de p levam & solugoes mais
gulosas, enquanto valores maiores levam a solugbes mais aleatérios. A amostragem aleatéria foi apresentada
na Secao 4.2.
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4.4 Construcao gulosa proporcional

A cada iteracdo deste quarto esquema de construcdo, denominado guloso proporcional e introduzido pela
primeira vez por Resende & Werneck (2004), a funcdo gulosa g(c) para todo elemento candidato ¢ € C
é computada e em seguida um candidato é selecionado aleatoriamente, porém de um modo viciado: a
probabilidade de um dado candidato ¢’ € C' ser selecionado é inversamente proporcional a g(¢’) —min{g(c)|c €

C}.

4.5 Construcao GRASP reativa

O quinto esquema construtivo é denominado GRASP reativo. Nos procedimentos de construcao guloso
aleatério, o projetista deve decidir como balancear os enfoques guloso e aleatério. Uma simples alternativa
seria balanced-los aleatoriamente. Por exemplo, na construgao semi-gulosa, com membros em LRC segundo a
qualidade relativa aos outros candidatos, o parametro a pode ser selecionado de modo uniformemente aleatério
a partir do intervalo [0, 1], de modo que cada iteragdo GRASP use um valor diferente de a, resultando em um
balanceamento diferente entre os enfoques guloso e aleatério.

Prais & Ribeiro (2000) mostraram que usando um valor fixo para o pardmetro a no esquema semi-
guloso baseado na qualidade frequentemente retarda o encontro de solugoes de alta qualidade, as quais
eventualmente seriam encontradas caso outro valor para « fosse utilizado. Sendo assim, eles propuseram uma
extensao do procedimento GRASP bésico, denominado GRASP reativo, na qual o parametro a é selecionado
aleatoriamente a cada iteragdo a partir de um conjunto discreto de possiveis valores. Cabe ressaltar que
valores das solucgoes encontrados ao longo das iteracoes anteriores servem de guia para o processo de selegao.

Prais & Ribeiro (2000) definem ¥ = {aj,...,am,} como o conjunto de valores possiveis para «. As
probabilidades associadas com a escolha de cada valor sdo inicialmente iguais a p; = 1/m, ¢ = 1,...,m.
Além disto, seja z* a solugdo titular (a melhor solugdo encontrada até aquele ponto) e A; o valor médio de
todas solugbes encontradas usando o = «;, i = 1,...,m. As probabilidades de selecao sao periodicamente
reavaliadas tomando p; = ¢;/ Z;nzl g;, com ¢; = z*/A; para i = 1,...,m. O valor de ¢; serd maior para
os valores de a@ = «; associados as melhores solugoes em média. Logo, valores maiores de ¢; correspondem
a valores mais adequados para o parametro «. As probabilidades mais apropriadas a estes valores irao
entao aumentar quando forem reavaliadas. Cabe observar, que esta estratégia reativa nao é limitada aos
procedimentos semi-gulosos com membros em LRC baseados na qualidade relativa. Ou seja, ela pode ser
estendida a outros esquemas de construgao gulosos aleatério, todos os quais necessitam balancear o aspecto
guloso com o aspecto aleatério.

4.6 Construcao com memodria de longo prazo

O sexto esquema de construgao, denominado constru¢ao com memdria de longo prazo, introduz uma estrutura
de meméria de longo prazo. Embora o GRASP reativo também utilize memoria de longo prazo (informagoes
coletadas em iteragoes anteriores) para ajustar o balanceamento entre os aspectos gulosos e aleatérios, Fleurent
& Glover (1999) observaram que isto ndo acontecia no GRASP bdsico. Sendo assim, eles propuseram um
esquema de longo-prazo para atender esta questao em heuristicas multi-partida. Memoria de longo prazo é
um dos fundamentos nos quais se apoia por exemplo a busca tabu (Glover, 1989, 1990). A idéia bésica consiste
em manter um conjunto de solugoes elite a ser usado na fase de construgao. Mais detalhes a respeito deste
enfoque serao fornecidos no decorrer deste capitulo. Por enquanto, tudo o que é necessario saber consiste em
como uma solugao tornar-se uma solugao elite: esta deve ser melhor do que o melhor membro do conjunto
elite ou melhor do que seu pior membro, contanto que seja suficientemente diferente das outras solugoes do
conjunto.

Fleurent & Glover (1999) definem uma wvaridvel fortemente determinada como sendo aquela que nao
pode ser alterada sem comprometer o objetivo ou mudar significantemente outras varidveis; e uma varidvel
consistente como a que recebe o mesmo valor em grande parte do conjunto elite. Seja I(e) uma medida
das caracteristicas consistentes e fortemenete determinadas do elemento e da solugao a partir do conjunto F.
Como I(e) torna-se maior na medida em que e aparece mais frequentemente no conjunto de solugdes elite,
ele é usado na fase de construcdo da seguinte maneira. Seja g(e) o valor da funcdo gulosa para o candidato
e € C, ou seja o custo incremental associado com a incorporagao do elemento e € C na solu¢ao em construgao.
Seja K(e) = F(g(e),I(e)) uma fungéo associada aos aspectos gulosos e de intensifica¢do, como por exemplo,
K(e) = Ag(e)+1(e). O esquema de intensificagio que favoresse a selegdo dos elementos e € C' com um alto valor
para K (e) devem atualizar a probabilidade de selecdo para o seguinte valor: p(e) = K(e)/ > . rc K(s). Cabe
observar que a fungdo K (e) pode variar com o tempo pela mudanga dos valores A, por exemplo, inicialmente
A pode ser inicializado para um valor alto que decresce a medida que a diversificao é chamada.
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4.7 Construcao por amostragem viciada

O sétimo esquema de construcao foi introduzido por Bresina (1996) e denominado de construgdo por
amostragem viciada. Consiste em outra forma de partir de uma sele¢do uniforme de elementos candidatos
na construcao de uma solugao gulosa aleatéria. Ao invés de escolher de modo uniformemente aleatério o
proximo elemento candidato a ser adicionado a solugao parcial, a construgao por amostragem viciada sugere
que qualquer distribuigao de probabilidade possa ser usada para favorecer alguns tipos de candidatos em
particular.

No mecanismo de construgao proposto por Bresina (1996), uma familia de distribuigdes de probabilidade
é introduzida. Elas sao baseadas na colocagdo (rank) r[o] atribuida a cada elemento candidato o, de acordo
com os valores de suas fungoes gulosas. O elemento com o menor valor da fungao gulosa tem rank 1, o segundo
menor tem rank 2, e assim por diante. Vdrias fungoes viciadas b(-) foram introduzidas por Bresina, tais como,
vicio aleatdrio onde b(r) = 1, vicio linear onde b(r) = 1/r, vicio logaritmico onde b(r) = log™ ' (r + 1), wicio
exponencial onde b(r) = e~" e vicio polinomial de ordem n onde b(r) = r~™. Apés todos os elementos em
LRC receberem seus respectivoso ranks, a probabilidade m(o) para selecionar o elemento ¢ € LRC pode
ser computada da seguinte forma: m(o) = b(r[o])/(>°, crre b(r[o’])). Cabe observar que de acordo com
este esquema, candidatos podem ser selecionados a partir do conjunto mathitLRC ou a partir do conjunto
completo de candidatos, ou seja, LRC = C.

4.8 Construcao com pertubacao de custos

No oitavo esquema de construcao, denominado construcdo com pertubacdo de custos, pertubacoes aleatorias
sao introduzidas no problema original como uma forma de obter aleatoriedade. A idéia de introduzir ruido
no custo original com o intuito de aleatorizar o processo construtivo é similar ao noising method de Charon
& Hudry (1993, 2002).

Em circunstancias onde os algoritmos construtivos sao insensiveis as estratégias aleatorias padrao, tal
como selecionar um elemento aleatoriamente a partir de uma lista restrita de candidatos, a construgao com
pertubagao de custo pode ser mais eficaz do que a estratégia gulosa aleatoria do GRASP basico. Ribeiro et al.
(2002) mostram que este caso ocorre na heuristica de caminho minimo de Takahashi & Matsuyama (1980),
usado como um dos principais componentes da fase construtiva de um GRASP hibrido proposto para um
problema de Steiner em grafos.

Outra situacao onde esta estratégia de pertubagao dos custos pode ser eficiente ocorre quando nao ha um
algoritmo guloso a ser aleatorizado, como foi o caso do GRASP hibrido desenvolvido por Canuto et al. (2001)
para o problem de Steiner com prémios (prize-collecting Steiner tree problem), o qual fez uso de um algoritmo
de aproximagéo primal-dual de Goemans & Williamson (1996) para construir solugoes iniciais usando custos
pertubados.

5. Hibridizacoes com Religamento de Caminhos

A heuritica de religamento de caminhos foi originalmente proposta por Glover (1996) como uma estratégia
de intensificacao para explorar trajetorias conectando solugoes elite obtidas pela busca tabu ou scatter search
(Glover, 2000; Glover & Laguna, 1997; Glover et al., 2000). Partindo de uma ou mais solugoes elite na busca
por melhores solugoes, caminhos que levam a outras solugoes elite sao gerados e explorados no grafo do espaco
de solucoes. Para gerar estes caminhos, movimentos sao selecionados para introduzir atributos presentes na
solucdo destino na solugao corrente. O pseudo-cédigo do Algoritmo 5 ilustra o religamento de caminhos misto
sobre o par de solugoes =5 e x;.

O religamento de caminhos misto (Ribeiro & Rosseti, 2002) alterna os papéis de solugao origem e destino
a cada movimento. O religamento de caminhos misto comega computando as diferengas simétricas A(xg, x+)
entre a solugao origem x e a destino z;. Ou seja, o conjunto de movimentos necesséarios para alcangar z; a
partir de x4, e vice-versa. Portanto, dois caminhos de solugoes sao gerados, um partindo de x4 e outro de xy.
Estes caminhos crescem até se encontrarem para formar um tnico caminho entre x; e 5. A busca local é
aplicada na melhor solugao x* neste caminho e o minimo local é retornado pelo algoritmo. Inicialmente, z e y
sao inicializados como x4 e x¢, respectivamente. A cada passo, o procedimento examina todos os movimentos
m € A(z,y) partindo da solucao corrente x em diregao as solugdes que contém um atributo adicional de y e
seleciona aquele que minimiza f(z ®m), com x ® m sendo a solugao resultante da aplicacdo do movimento m
sobre a solugao x. Em seguida, o melhor movimento m* é realizado produzindo a solucao x & m*. Depois, se
necessario, a melhor solugao x* é atualizada. Por fim, os conjuntos de movimentos disponiveis sao atualizados
e os papéis de z e y invertidos. O procedimento termina quando |A(z,y)| = 1.

Religamento de caminhos consiste em um grande avango no procedimento GRASP padrao, levando a
melhorias significantes de desempenho e qualidade das solugdes. A hibridizacao entre religamento de caminhos
e GRASP foi primeiro proposta por Laguna & Marti (1999) e posteriormente seguida por varias extensoes,
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Dados: z, € S, 2, € S.
Resultado: solucao z*.
Calcule as diferengas simétricas A(zs, xt) € A(xs, xs);
£+ ming f(z.), f(w0)
v argmin{f(y), f(z0)}:
T4 Ty Y Ty
enquanto |A(x,y)| > 1 faga
m* < argmin{f(x ®@m) :m € A(z,y)};
T xTPdm’
Atualize A(z,y) e Ay, x);
se f(z) < f* entao
[ fz);
T
fim
Ly, Yy x; T 1
fim
x* < BuscaLocal(z*);
retorna x*;
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Algoritmo 5: Religamento de caminhos misto entre as solugoes x5 e .

melhorias e aplicagdes de sucesso (Mateus et al., 2011; Aiex et al., 2005; Canuto et al., 2001; Festa et al.,
2007; Oliveira et al., 2004a; Resende et al., 2010a; Resende & Ribeiro, 2003; Resende & Werneck, 2004, 2006;
Ribeiro et al., 2002). Um resumo de GRASP com religamento de caminhos é apresentado em Resende &
Ribeiro (2005a). Duas estratégias bésicas sao usadas. Na primeira, o religamento de caminhos é aplicada a
todos os pares de solugoes elite, seja periodicamente durante as iteracoes GRASP ou como uma estapa de
pos-otimizacao, apds todas as iteragoes GRASP terem sido realizadas. Na segunda, o religamento de caminhos
¢é aplicado como uma estratégia de intensificagao a cada 6timo local obtido apds a busca local.

Aplicar religamento de caminhos como uma estratégia de intensificagdo sobre cada 6timo local geralmente é
mais eficaz do que simplesmente usé-lo como uma etapa de pés-otimizagao. Em geral, combinar intensificagao
com pos-otimizagao resulta em uma melhor estratégia. No contexto de intensificacao, religamento de caminhos
é aplicado em pares (z,y) de solugoes, onde z é uma solugao Gtima local produzida a cada iteracao GRASP,
apos a aplicagao da busca local, e y é uma das solugoes elite aleatoriamente escolhidas a partir de um conjunto
elite com um ndmero maximo Max_Elite de elementos obtidos no decorrer da busca. A selecdo aleatéria
uniforme é uma simples estratégia a ser implementada. Desde que a diferenca simétrica é uma medida do
tamanho do caminho a ser explorado durante o religamento, uma estratégia viciada que privilegia as solucoes
y do conjunto elite com alta diferenga simétrica em relagao a = é usualmente melhor do que aquela usando a
selecao uniformemente aleatéria (Resende & Werneck, 2004).

O conjunto elite inicialmente é vazio. Uma vez que se deseja manter este conjunto com solugoes
diversificadas de alta qualidade, cada étimo local obtido pela busca local é considerado como um candidato
a ser inserido no conjunto elite, caso seja suficientemente diferente de todas as outras solugoes atualmente
contidas no mesmo. Se o conjunto ja possui Max_Elite solugoes e o candidato é melhor do que o pior entre
eles, entao uma simples estratégia consiste em substituir a segunda pela primeira. Outra estratégia, a qual
tende a aumentar a diversidade do conjunto elite, consiste em substituir o elemento mais similar a solucao
candidata dentre todos os elementos do conjunto elite com custo pior do que o custo da solucao candidata.
Caso o conjunto elite nao esteja cheio, o candidato é simplesmente adicionado ao mesmo.

A pés-otimizagao é realizada sobre uma série de conjuntos. O conjunto inicial Py consiste no conjunto
P obtido ao final das iteragoes GRASP. O valor da melhor solucdo de Py é atribuida a f; e um contador
de iteragoes k ¢ inicializado para 0. Na k-ésima iteragao, todos os pares de elementos do conjunto Py sao
combinados através do religamento de caminhos. Cada resultado do religamento de caminhos é testado para
inclusdo no conjunto Pj;1 seguindo os mesmos critérios usados nas iteracoes GRASP. Se uma nova melhor
solugao é produzida, ou seja, f;, | < fi, entao k <= k + 1 e uma nova iteragao da pés-otimizacao é realizada.
Caso contrério, a pés-otimizacao ¢é encerrada com z* € argmin{ f(z) | z € Py11} como resultado.

O pseudo-cédigo do Algoritmo 6 ilustra este procedimento. Agora, cada iteragdo GRASP possui trés passos
principais. Na fase de construgao, um procedimento de busca gulosa e aleatéria é usado para construir uma
solucao vidvel. Na fase de busca local a solugdo construida na primeira fase é progressivamente melhorada
por uma estratégia de busca na vizinhanga, até que um minimo local seja encontrado. Na fase de religamento
de caminhos o algoritmo de religamento de caminhos é aplicado sobre a solucao obtida pela busca local e uma
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solucdo aleatoriamente selecionada a partir do conjunto elite. A melhor solugdo encontrada ao longo desta
trajetoria é também considerada como uma candidata a inser¢do no conjunto elite. Ao final das iteragoes
GRASP, a fase de pds-otimizagdo combina as solugdes do conjunto elite na busca por melhores solugoes.
Mateus et al. (2011) propéem uma nova versao de GRASP com religamento de caminhos, motivado pelo fato
de que em alguns problemas um movimento guiado pela solucao destino nao garante a viabilidade da nova
solugao construida.

Dados: ipax.
Resultado: solugao z*.

1 P+ 0
2 f* <+ o0
3 parai=1,...,inh.x facga
4 x + ConstrucaoGulosaAleatoria();
5 se x nao for vidvel entao
6 | 2+ reparo(x);
7 fim
8 x < BuscaLocal(x);
9 se i > 2 entao
10 Escolha aleatoriamente as solugoes elite ) C P para religar com x;
11 para y € ) faga
12 x, < ReligamentoDeCaminhos(z,y);
13 Atualize o conjunto elite P com x,;
14 se f(z,) < f* entao
15 [ flap);
16 T = xp;
17 fim
18 fim
19 fim
20 fim

21 P + PosOtimizacao{P};
22 z* « argmin{f(x),z € P};
23 retorna x*;

Algoritmo 6: Uma heuristica GRASP-PR bésica para minimizagao.

6. GRASP Paralelo

Assim como qualquer heuristica multi-partida (multi-start) para otimizagao combinatéria, um GRASP pode
ser implementado em paralelo dividindo-se k iteragoes independentes entre p processadores. Outro enfoque
consiste em dar um valor alvo 7 da funcao objetivo a cada processador e executar o algoritmo até que o
primeiro processador encontre uma solugao com valor pelo menos tao bom quanto 7, altura em que o restante
dos processadores finalizao suas execugoes. Cabe ressaltar que é necessario garantir que nenhuma iteragao em
paralelo inicie seu processamento com a mesma semente do gerador de nimeros aleatérios (Pardalos et al.,
1996). Estes sdo exemplos do paralelismo do caminho independente multiplo (multiple independent walk)
(Verhoeven & Aarts, 1995).

Diversas implementagoes paralelas de GRASP usando as estratégias acima tém sido relatadas na literatura,
por exemplo (Martins et al., 2000, 1998; Murphey et al., 1998; Pardalos et al., 1995, 1996). Na maioria
destes artigos, uma observagao comum foi realizada. A aceleragdo nos tempos de respostas medidos eram
proporcionais ao nimero de processadores. Um tipico exemplo pode ser visto em Pardalos et al. (1996) onde,
para uma implementagao baseada em PVM de um GRASP paralelo para o problema do MAX-SAT, foi medida
uma aceleragdo média quase idéntica ao nimero de processadores (ver Tabela 1).

Esta observagao pode ser explicada se a varidavel aleatoria solution time to target é exponencialmente
distribuida, como indicada pela seguinte proposicao (Verhoeven & Aarts, 1995).

Proposicao 1 : Seja P,(t) a probabilidade de uma dada solug¢do alvo ndo ser encontrada em t unidades de
tempo com p processos independentes. Se Py (t) = e t/* com X\ € Rt, i.e. Py corresponde a wma distribuicio
exponencial, entdo P,(t) = e~ Pt/
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Tabela 1. Tempo de CPU (em segundos) e aceleragao sobre problemas MAX-SAT. Aceleracao média é mostrada
para 5, 10, e 15 processadores.

problema 1 processador 5 processadores 10 processadores 15 processadores

tempo tempo aceleracao tempo aceleracao tempo aceleragao
jnh201 3104 62,8 49 30,5 10,2 22,2 14,0
jnh202 3122 59,8 5,2 31,2 10,0 23,4 13,3
jnh203 351,2 72,3 49 35,2 10,0 23,2 15,1
jnh205 327,8 63,4 5,2 32,1 10,2 22,5 14,6
jnh207 304,7 56,7 5,4 29,6 10,3 19,8 154
jnh208 355,2 65,6 5,4 33,2 10,7 21,0 16,9
jnh209 339,0 60,5 5,6 33,6 10,1 21,6 15,7
jnh210 318,5 57,6 5,9 32,5 9,8 20,8 15,3
jnh301 4145 85,3 49 45,2 9,2 28,3 14,6
jnh302 398,7 88,6 4,5 48,2 8,3 27,0 14,7
aceleragao média: 5,2 9.9 15,0

A proposicao 1 é oriunda da proépria definicao de distribuicao exponencial. Isto implica que a probabilidade
de uma solucao com um dado valor ser encontrada em tempo pt com um processo sequencial é igual a
probabilidade de encontrar uma solugao ao menos tao boa quanto o valor dado em tempo ¢ com p processos
paralelos independentes. Sendo assim, em tempo linear de aceleragao é possivel alcangar a solugao alvo via
multiplos processos independentes.

Uma proposigao andloga mediante uma distribuigdo exponencial bi-paramétrica deslocada (shifted).

Proposicao 2 : Seja P,(t) a probabilidade de uma dada solugdo alvo ndo ser encontrada em t unidades de
tempo com p processos independentes. Se Py (t) = e~ t=m/X com A€ Rt e u eR, i.e. P, corresponde a uma
distribuicao exponencial bi-paramétrica, entio P,(t) = e=Pt=m)/X,

Analogamente, a proposigao 2 é oriunda da proépria definigao de distribuigao exponencial bi-paramétrica.
Isto implica que a probabilidade de uma solugao com um dado valor ser encontrada em tempo pt com um
processo sequencial é igual a 1 — e~ (Pt=#)/X enquanto a probabilidade de encontrar uma solucio ao menos
ta boa quanto o valor dado em tempo ¢ com p processos paralelos independentes é 1 — e=?(t=#)/X Note que
se i = 0, entdo ambas probabilidades sao iguais e correspondem a distribuicao exponencial nao deslocada
(non-shifted). Além disto, se pu < A, ent@o as duas probabilidades sdo aproximadamente iguais. Sendo assim,
em tempo linear de aceleragao é possivel alcangar a solugao alvo via multiplos processos independentes.

Alex et al. (2002) estudaram as distribui¢ées de probabilidade empiricas da varidvel aleatéria tempo-para-
solugdo-alvo (time to target solution) em cinco implementagdes GRASP. Eles mostraram que, dado um valor
da solugao alvo, o tempo que o GRASP leva para encontrar uma solugao ao menos tao boa quanto a alvo
se encaixa em uma distribuicao exponencial biparamétrica. Por exemplo, a Figura 1 mostra um grafico com
distribuigbes tedricas empiricas e estimadas para a heuristica GRASP aplicada a uma instancia particular de
um problema. Este gréfico foi gerado mediante 200 execugoes independentes do GRASP, cuja metodologia
encontra-se descrita em Aiex et al. (2002).

7. Aplicacoes GRASP

Desde 1980 a heuristica GRASP tem sido aplicada a uma grande variedade de problemas de otimizagao
industrial e de pesquisa operacional. Isto inclui problemas em escalonamento, roteamento, légica,
particionamento, localizagao e layout, teoria dos grafos, atribuigao, manufatura, transporte, telecomunicagoes,
desenho automédtico, sistema de poténcia elétrico, projeto VLSI, entre outros. Festa & Resende (2001, 2009a,b)
apresentaram uma extensiva bibliografia anotada da literatura sobre GRASP. Nesta Segao serd apresentada
uma pequena parte destas aplicagoes, limitando-se a problemas de légica e de atribuigao.

7.1 Ldégica: maxima satisfatibilidade ponderada (Festa et al., 2007).

A férmula proposicional ® sobre um conjunto de n varidveis booleanas V. = {xi,...,z,} na forma
normal conjuntiva (conjunctive normal form - CNF) é uma conjuncdo sobre um conjunto de m cldusulas
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probabilidade

1 | IF 1
4 6 8 10 12
tempo para sub-6timo
Figura 1. Distribuigdes tedrica e empirica superpostas.

C={C,...,Cp}. Cada cldusula C; é uma disjuncio de |C;| literais, onde cada literal I;; é uma varidvel z;
ou sua negagao —z;. Formalmente, escreve-se

|C;]

o= A=AV
i=1 i=1

j=1

Uma cldusula é satisfeita se ao menos um dos seus literais é igual a 1 (verdadeiro). O que significa que alguma
varidvel Booleana nao negada é igual a 1 (um), ou alguma negada é igual a 0 (zero). A férmula proposicional
é dita estar satisfeita se todas as suas cldusulas sdo satisfeitas. No problema de satistafibilidade (satisfiability
problem - SAT), deve-se decidir se existe uma atribuigdo de valores-verdade as varidveis tal que uma dada
férmula proposicional é satisfeita. SAT foi o primeiro problema a ser provado como NP-completo (Cook, 1971).
O problema da méxima satisfatibilidade (mazimum Satisfiability problem — MAX-SAT) é uma generalizagao
do problema SAT onde, dada uma férmula proposicional, deseja-se encontrar uma atribuicao de valores-
verdade as varidveis de modo a maximizar o nimero de cldusulas satisfeitas. Generalizando ainda mais, se
for introduzido um peso positivo w; a cada cldusula C;, entdao o problema MAX-SAT ponderado consiste em
encontrar uma atribuigao de valores-verdade as varidveis tal que a soma de pesos das cdusulas satisfeitas seja
maximizada. O problema MAX-SAT tem diversas aplicagoes praticas e tedricas em dreas tais como teoria
da complexidade, otimizacdo combinatdria e inteligéncia artificial (Battiti & Protasi, 1998). E um problema

intratavel no sentido de que nao existe um algoritmo que resolva o problema em tempo polinomial a menos
que P = NP (Garey & Johnson, 1979).

7.1.1 GRASP: fase construtiva

Na fase de construcdo do algoritmo, descrita no Algoritmo 7, uma lista restrita de candidatos (LRC) é
mantida contendo elementos correspondentes as atribuigoes de valores 1 (verdadeiro) ou 0 (falso) para
varidveis ainda nao atribuidas. Escolher um elemento a ser adicionado a uma solugao parcial a partir da lista
LRC corresponde a atualizar o respectivo valor verdade de uma dada varidvel. Dada uma solugao parcial, a
qual corresponde a um conjunto de cldusulas satisfeitas, deseja-se que o préximo elemento a ser adicionado
a solucao maximize o peso total das clausulas nao satisfeitas que passam a ser satisfeitas apds a atribuigao.
Seja N = {1,2,...,n} e M = {1,2,...,m} os conjuntos de indices associados aos conjuntos de varidveis
e clausulas, respectivamente. Além disto, para i € N, seja Fj o conjunto de clausulas nao satisfeitas que
se tornariam satisfeitas se a varidvel x; fosse atualizada para verdadeiro, e I'; o conjunto de cldusulas nao
satisfeitas que se tornariam satisfeitas se a variavel x; fosse atualizada para falso. Considere ’y;f e~; o ganho
no valor da fungao objetivo, se for atualizado o valor da varidvel ndo atribuida x; para 1 e 0, respectivamente.

Especificamente
+ _ - _
Vi = E:U’je%‘ = E:wj-
jery JETT
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Se X C V é o conjunto das varidveis ja atribuidas, computa-se o melhor ganho
N = max{'yfm; :jtal quez; € V\ X}

e mantém-se no LRC apenas aquelas atribuigoes com vf e 7; maiores ou iguais a a-y* onde 0 < a <1 ¢um
pardametro. Uma escolha aleatéria a partir de LRC corresponde a uma nova atribuicdo s = 1 (x5 = 0), a qual
é adicionada a solugao parcial X = X U {x,}. Apds cada uma destas adigoes a solucdo parcial, os conjuntos
I‘;r, I';, assim como os ganhos 'yf e 7y; sao atualizados, processo o qual ¢ ilustrado no Algoritmo 7, onde s
¢ o indice da varidvel ja adicionada a solugdo e L, o conjunto dos indices das varidveis ainda nao atribuidas
pertencentes a cldusula C;. Pode-se reconhecer dois casos possiveis. Se a varidvel j& adicionada foi atualizada
para verdadeiro entdo I'T, I'", v e v~ sdo atualizadas nas linhas 5, 8, 12, e 13, enquanto se a varidvel
ja atribuida foi atualizada para falso entdo I'", I'", v e 4~ sdo atualizada nas linhas 19, 22, 26 e 27. O
processo é repetido até | X | = n. Por fim, o parametro « reflete a razao de aleatoriedade versus gulosidade no
processo de construcao, onde o = 1 corresponde a pura selecao gulosa e « = 0 a uma pura selegcao aleatoria.

Dados: indice s.
Resultado: solugao para MAX-SAT ponderado.
1 se s, = 1 entao

2 para j € I'T faga
3 para k € L; (k # s) faca
4 se x ndo € negada na cldusula j entao
5 | Tr =0y =k % = —wys
6 fim
7 se xi € negada na cldusula j entao
8 | Te =Tx = {7k % =% —wjs
9 fim

10 fim

11 fim

12 | TF =0, T; =0

13 | 77 =05 97 =0

14 fim

15 se x4, = 0 entao
16 para j € I'_, faca

17 para k € L; (k # s) faca

18 se x ndo € negada na cldusula j entao
19 | Th =T = {Uh W =7 —wis

20 fim

21 se xi € negada na cldusula j entao

22 | Te =T% —{ih w =% —ws;

23 fim

24 fim

25 fim

26 | TT,=0; T, =0;
27 | 7L, =0; 72, =0;
28 fim

29 retorna

)

Algoritmo 7: Pseudo-cdédigo da funcao gulosa da fase construtiva do GRASP-PR aplicada ao problema
MAX-SAT ponderado.

7.1.2 GRASP: busca Local

A vizinhanga 1-flip é usada na busca-local, a qual é definida como segue:

Ni(x) = {y € {0,1}" : d(x,y) = 1}. (1)

onde x é um maximo local se e somente se ¢(x) > ¢(y) para todo y € Ny(x). Uma implementagao direta do
procedimento da busca local requereria |N;| = n avaliagoes de fungdo para encontrar a melhor solu¢ao em
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uma dada vizinhanca, onde cada avaliagao computaria a soma dos pesos das cldusulas satisfeitas. Se deseja-se
encontrar um méaximo local, pode-se precisar de um niimero exponencial de passos computacionais (Johnson
et al., 1988; Krentel, 1988). Entretanto, pode-se explorar a estrutura da vizinhanca para reduzir o esforgo
computacional.

Dada uma solugao inicial x defina G; como o ganho em peso total resultante da varidvel x; em x, para
todo i. Seja k tal que Gy, = max{G; | i € N}. Se G} = 0 entdo x é o maximo local e a busca local termina.
Caso contrario, a atribuicao verdade resultante de z; em x é um maximo local e, portanto, é preciso apenas
atualizar os valores G; tal que a variavel x; ocorra na cdusula na qual x; ocorra, pois os valores restantes G;
nao mudam na nova atribuigao verdade.

Ap6s a atualizacao dos valores G;, repete-se o mesmo processo até G = 0 onde o procedimento da busca
local é terminado. O procedimento é descrito no pseudo-cédigo do Algoritmo 8. Dada uma atribuicao verdade
x e um indice k correspondente a varidavel x, o procedimento GerarGanhos é usado para atualizar os valores
G; retornados em um array G. Note que na linha 2, k£ = 0 é passado a procedure desde que inicialmente todos
os valores de G; sejam gerados (por convencao a varidvel xg ocorre em todas as cldusulas). Nas linhas 4 até
8, o procedimento encontra um méximo local, cujo valor é salvo na linha 9.

Dados: x,MelhorSolugdoEncontrada.
Resultado: MelhorSolugioEncontrada.
MelhorSolugioEncontrada = ¢(x);
GerarGanhos(x,G,0);
Gy =max{G; |i=1,...,n};
enquanto Gy # 0 faga
Troque o valor de xy;
GerarGanhos(x,G,k);
Gp=max{G; |i=1,...,n};
fim
MelhorSolugdoEncontrada = ¢(x);
retorna MelhorSolugédoEncontrada
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Algoritmo 8: Pseudo-cédigo do procedimento da Busca Local do GRASP-PR aplicado ao problema
MAX-SAT ponderado

7.1.3 Religamento de caminhos

Seja x uma solu¢do inicial, y a solucdo alvo, £ o conjunto elite cujo tamanho nao exceda MaxElite. Denota-se
o conjunto de solugoes gerado pelos elementos comuns de x e y como:

S(x,y) == {w € {0, 1}" s w; = 2; = y;,i ¢ Alx, y)} \ {x, ¥}, (2)

onde é evidente que |S(x,y)| = 2¢¥) — 2. Levando-se em consideracio que o tamanho deste espaco é
exponencialmente grande, empregar-se-a uma busca gulosa onde o caminho de solugoes

X=Wo,Wi1,..., Wix,y) Wd(x,y)+1 = Y>

é construido, tal que d(w;,w;11) = 1, ¢ = 0,...,d(x,y), e a melhor solu¢do oriunda deste caminho é
escolhida. Desde que ambas x,y sdo maximos locais em alguma vizinhanca N7 oriundos da fase construtiva,
com o intuito de S(x,y) possuir solugdes nio contidas nas vizinhangas de x ou y nés deve-se ter d(x,y) > 3.
Portanto, nao é preciso aplicar o religamento de caminhos entre duas solugbes que nao sejam suficientemente
distantes entre si, desde que uma nova solucao melhor que ambas x e y nao serd encontrada.

O pseudo-cédigo do religamentos dos caminhos para o problema da maxima satisfatibilidade ponderada é
mostrado no Algoritmo 9. Considerando-se que a solugdo inicial sempre serd uma solucdo do conjunto elite,
enquanto a alvo é oriunda da iteragao GRASP, entdo uma maior liberdade na busca sobre a vizinhanga ao
redor da solugao elite. Na linha 1, uma solugao inicial x é selecionada aleatoriamente dentre os elementos
do conjunto elite, a qual suficientemente difere da solugao alvo y. Na linha 2, a solugao inicial é atualizada
como wy, e na linha 3 x é salva como a melhor solucao. O loop da linha 4 a 17 computa um caminho de
solugoes w1, Wa, ..., Wq(x,y)—2, € a solugao com o melhor valor da fungao objetivo é retornado na linha 18.
Isto é obtido avancando uma solugao por vez de modo guloso, como ilustrado da linha 6 a 12, enquanto a
operagio flip(wy,) tem o efeito de negar a varidvel w; na solu¢ao wy. Cabe observar que o caminho nunca
entra na vizinhanca de y.
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Dados: p,& = { conjunto discreto finito }.
Resultado: méaximo local w*.
Aleatoriamente selecione uma solugao x € {z € € : d(y,z) > 4};
W = Xj
w* = X;
para k=0,...,d(x,y) — 2 faca
max:= 0
para i € A(wy,y) faca
w :=flip(wyg,1);
se ¢(w) > maz entao
%=1
max:= ¢(w);
fim
fim
Wit+1 :=flip(wyg,i%);
se ¢(Wit1) > ¢(w*) entdo
| W W
fim
fim

retorna w*

© 00 N O A W N

[ T~ T U ST ST )
S Uk W N = O

]
® N

Algoritmo 9: Pseudo-cédigo do religamento de caminhos do GRASP-PR aplicado ao problema MAX-
SAT ponderado.

Na integracdo do procedimento de religamento de caminhos com GRASP, o conjunto elite de solugoes é
inicializado vazio e até ele alcancar sua capacidade maxima nenhum religamento de caminhos é realizado.
Apéds uma solucao y ser encontrada pelo GRASP, ela é passada para o procedimento do religamento de
caminhos para gerar outra solugao. Cabe observar que a mesma solugdo y pode ser obtida apds o religamento
de caminhos. Uma solugao y é adicionada ao conjunto elite se alguma das seguintes condicoes for satisfeita:

1. ¢(y) > max{c(w) : w € £},

2. ¢(y) > min{e(w) : w € &} e d(y,w) > fn, Vw € &, onde § é um pardmetro entre 0 e 1, com n sendo
o numero de variaveis.

Se y satisfaz uma das condig¢oes acima, ela entao repoe uma solucao elite z de peso nao maior que ¢(y) e mais
similar a y, i.e. z = argmin{d(y,w) : w € £ such that ¢(w) < c(y)}.

7.2 Problemas de atribuicao: atribuicao quadratica generalizada (Mateus et al., 2011).

O problema da atribuicdo quadritica generalizada (generalized quadratic assignment problem — GQAP)
(Savelsbergh, 1997; Ross & Soland, 1975; Elloumi et al., 2003; Lee & Ma, 2005; Cordeau et al., 2006; Hahn
et al., 2008) é uma generalizagdo do problema NP-Dificil da atribui¢do quadréitica (quadratic assignment
problem - QAP) (Oliveira et al., 2004b; Pardalos et al., 1994; Li et al., 1994) em que multiplas instalagoes
(facilities) podem ser atribuidas a uma mesma localidade, na medida em que a capacidade destas localidades
permitam.

Seja N = {1,...,n} um conjunto de instalacdes (facilities) e M = {1,...,m} um conjunto de localidades.
Além disto, denote por:

o A,xn = (ai), o fluxo entre as instalagoes i € N e i € N, tal que a;;» € R*, se i # 14/, e a;y = 0, em
caso contrério;

® Byxm = (bjjr), a distancia entre as localidades j € M e j' € M, tal que bj;» € RT, se j # j', e bjj» =0,
em caso contrario;

e Chxm = (¢i5), 0 custo de atribuir a instalagdo ¢ € N a localidade j € M, tal que ¢;; € R
e 2 € RT, um fator de escala denominado custo por unidade de trafego;

e ¢; € RT, a capacidade demandada pela instalacao i € N e

Q; € R, a capacidade da localizacdo j € M.
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O problema da atribuigdo quadrética generalizada (Savelsbergh, 1997; Ross & Soland, 1975; Elloumi et al.,
2003; Lee & Ma, 2005; Cordeau et al., 2006; Hahn et al., 2008) consiste em encontrar X, x, = (z;;), com
x;; = {0,1}, onde a instalacdo ¢ € N é atribuida a localidade j € M se e somente se x;; = 1, de modo que as
restrigoes

> wy=1Vi€N, (3)

jeEM
iEN
zy; € {0,1},Vie N,Vje M (5)

sejam satisfeitas e a fungao objetivo

Z Z CijTij + 2 Z Z Z Z irbjjr i Tir gy (6)

i€EN jEM iEN jJEM /€N i'#i j' €M

minimizada. A restrigdo (3) garante que cada instalacao seja atribuida a exatamente uma localidade, enquanto
a restrigdo (4) garante que a capacidade das localidades nao sejam violadas.

7.2.1 GRASP: fase construtiva

Suponha uma solugao parcial do problema da atribuicao quadratica generalizada, ou seja, que um ntmero de
atribuigoes ja tenham sido realizadas. Para realizar a préxima atribuigao, o procedimento precisa selecionar
uma nova instalagao e uma localidade. Localidades sao disponibilizadas uma de cada vez. O procedimento
aleatoriamente determina se é para usar uma nova localidade ou uma localidade previamente escolhida,
favorecendo a nova localidade quanto mais as previamente selecionadas tenham capacidades disponiveis
praticamente insuficientes. Se o procedimento determina que uma localidade previamente selecionada deva
ser escolhida, entao selecionam-se as instalagoes que podem ser atribuidas a localidade de méxima capacidade
disponivel, para em seguida escolher aleatoriamente uma instalagao dentre estas. Das localidades que podem
acomodar esta instalagao, uma é selecionada aleatoriamente e a atribuigao é realizada. Por outro lado, se
nao existem localidades, dentre as ja selecionadas, com capacidade suficiente para acomodar uma instalagao,
uma nova localidade é selecionada aleatoriamente a partir do conjunto das localidades ainda nao selecionadas.
Como o todo o procedimento acima descrito ndo garante a producao de uma solugao viavel, o mesmo é repetido
um numero maximo de vezes até terminar com uma atribuicao valida, ou com uma solucao invidvel.

A Figura 2 ilustra este procedimento. Na figura, o conjunto N de instalagoes é particionado entre o
conjunto CF de instalagoes atribuidas e o conjunto F' das instalagoes nao atribuidas. Da mesma forma, o
conjunto M das localidades é particionado entre o conjunto CL das localidades previamente selecionadas e o
conjunto L das localidades nao selecionadas. As instalagbes em CF devem ser atribuidas as localidades em
CL. O subconjunto de instalacGes T' consiste de todas as instalagoes nao atribuidas com demanda menor ou
igual & maxima capacidade disponivel dentre as localidades em CL. Apds uma instalagao a partir de T' ser
aleatoriamente selecionada, o conjunto R consiste de todas as localidades previamente selecionadas capazes
de acomodé-lo. Em seguida, uma localidade aleatoriamente selecionada a partir de R recebe esta instalagao.

7.2.2 GRASP: busca local aproximada

O procedimento construtivo da Segao 7.2.1 produz uma solugao vidvel p que nao é garantida ser localmente
otima. Um procedimento de busca local é aplicado de inicio a p com o intuito de encontrar um minimo local
aproximado. O procedimento de busca local faz uso de duas estruturas de vizinhanga denominadas 7-move e 2-
move. Uma solucao na vizinhancga 7-move de p é obtida pela mudanca de uma atribuicao instalacao-localidade
em p. De modo semelhante, uma solugao pertencente a vizinhanga 2-mowve de p se da pela mudanca simultanea
de duas atribuigoes instalagao-localidade em p.

Uma maneira de realizar uma busca local nestas vizinhangas consiste em avaliar movimentos na vizinhanca
1-mowve até encontrar o primeiro movimento que melhore a solugao atual. Caso nao exista nenhum movimento
de melhoria na vizinhanca I-mowve, solucdes pertencentes a vizinhanca 2-move sao avaliadas até também
encontrar o primeiro movimento que melhore a solugdo atual, caso exista. Outra maneira de realizar uma
busca local é avaliar todas as solugoes na vizinhanga 1-move e 2-move a fim de se mover para a melhor solugao
de melhoria, caso exista. Em ambas variantes, a busca é repetida até que nenhuma solugao de melhoria na
vizinhanca exista. Neste trabalho, um enfoque intermediario para busca local foi proposto.

Ao invés de avaliar todas as solugbes presentes nas vizinhangas I-move e 2-mowve, estas sdo amostradas
a fim de povoar uma lista de candidatos com solugoes de melhoria. A seguir, uma solucdo desta lista é
selecionada aleatoriamente e um movimento é realizado para aquela solucao. A busca é repetida até que nao
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Figura 2. Tlustragdo de uma etapa da fase construtiva do método GRASP para o problema da atribuigao
quadratica generalizada.

exista nenhuma solugao de melhoria amostrada. Dado que as solugoes sao amostradas, nem todos os vizinhos
podem ser avaliados. Consequentemente, a melhor solugao encontrada pode nao ser um minimo local. Por
este motivo esta solugcao é denominada de minimo local aprorimado.

O pseudo-cédigo para a busca local aproximada é descrito no Algoritmo 10. O procedimento toma como
entrada a solugao inicial 7 e dois parametros, MaxCLS e Mazltr, responsaveis por controlar o processo de
amostragem.

Dados: 7, MaxCLS,MaxlItr
Resultado: Minimo local aproximado 7

1 repita

2 count < 0; CLS + 0;

3 repita

4 7' < Move(r);

5 se w' € vidvel e cost(n’) < cost(m) entao
6 | CLS « CLS U{r'};

7 fim

8 count < count + 1;

9 até |CLS| > MaxCLS or count > Mazltr;
10 | se CLS # () entao
11 ‘ Selecionar aleatoriamente uma solugao m € CLS;
12 fim

13 até CLS = 0;
14 retorna T;

Algoritmo 10: Pseudo-cédigo da busca local aproximada do GRASP para o problema da atribuicao
quadratica generalizada.

O loop entre as linhas 1 e 13 é repetido até um minimo local aproximado ser produzido. Na linha 2,
o contador da amostragem count e a lista de candidatos CLS s@o inicializadas. A cada iteragdo do loop
interno situado entre as linhas 3 e 9, as vizinhangas I-move e 2-move de 7 sao amostradas sem reposi¢cao
pelo procedimento Move(r) da linha 4. Se este vizinho é uma solugdo vidvel de melhoria, ele é inserido em
CLS como descrito na linha 6. Este procedimento é repetido até que a lista de candidatos esteja cheia, ou até
que um numero maximo de vizinhos tenha sido amostrado. Entre as linhas 10 e 12, se a lista de candidato
nao estiver vazia, uma atribuicao m € CLS é aleatoriamente escolhida. Se o conjunto CLS estiver vazio apés
o processo de amostragem, entao o procedimento termina retornando 7 como um minimo local aproximado
(ver linha 14). Caso contrario, o procedimento se move para outra solugdo em CLS, repetindo o loop mais
externo.

7.2.3 Religamento de caminhos

Motivado pelo fato de que um simples movimento de uma solugao x na diregao da solugao alvo z; nao garante
a viabilidade da nova solucao construida, uma nova variante de religamento de caminhos foi proposta por
Mateus et al. (2011).

Suponha que dentre as diferengas entre = e x; encontra-se a localidade atribuida & instalacao f. Em outras
palavras, enquanto a localidade atribuida a f em x; é [, a localidade atribuida a f em x é u, com [ # u. Neste
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caso, nao é necessariamente viavel realizar um movimento em x que atribua f a [. Se a capacidade @; nao
é violada, entao a nova solucao é viavel. Caso contrario, um procedimento de reparo deve ser aplicado para
tentar tornar a solucao vidvel, como descrito na Figura 3.

Figura 3. Reparo no religamento de caminhos do GRASP para o problema da atribuicdo quadratica
generalizada.

Neste procedimento de reparo, um conjunto F'T'L de instalagoes é criado com todas as instalagoes ainda nao
fixadas atribuidas a localidade [ cuja capacidade foi violada. Em seguida, o conjunto 7' C F'T'L é construido
com todas as instalacoes em FTL cujas demandas sao menores ou iguais a capacidade méaxima disponivel
dentre as localidades em M. Apds uma instalagao de T ser aleatoriamente selecionada, o conjunto R consiste
das localidades em M capazes de acomodar esta instalagao. Depois uma localidade é selecionada a partir do
conjunto R e a instalagao é atribuida a ela. Este processo é repetido até que a capacidade da localidade [
tenha uma folga nao negativa.

Seja m uma solugao intermedidria obtida durante o religamento de caminhos de 75 a 7, como ilustrado
na Figura 3. O conjunto de instalagoes N é particionado em dois conjuntos, Fiz com as instalacoes fixadas
e nonFir com as instalagoes restantes. Seja f € nonFiz uma instalacao cuja localidade em 7, é [ e em 7 é
u # 1, onde l,u € M.

De acordo com a Figura 3, realizar um movimento em 7 que atribui a instalacao f na localidade [ é invidvel,
desde que a capacidade Q; da localidade [ é insuficiente para acomodar esta instalagdo. Neste caso, o conjunto
de instalagoes F'TL C nonFix é criado com todas as instalagoes nao fixadas atribuidas a [ em 7. Em seguida, o
conjunto 7' C FTL é construido com todas as instalacoes em FTL com demandas no maximo igual a méxima
capacidade disponivel entre as localidades em M. Seja i a instalacao aleatoriamente selecionada a partir de
T e R o conjunto com as localidades de M capazes de acomodar a instalagao ¢. Depois, uma localidade j é
selecionada aleatoriamente a partir do conjunto R e a instalacao ¢ é atribuida a ela. Este processo é repetido
até que a capacidade da localidade [ tenha uma folga nao negativa.

Sabe-se que o processo de religamento de caminhos é uma sequéncia de passos de x; para ;. A cada passo,
um movimento é realizado da solugao atual x com ou sem reparo. Depois, uma instalagao i é selecionada
aleatoriamente a partir do conjunto composto de todas as instalagoes ainda nao fixadas corrigidas no passo.
Uma instalacao é dita corrigida quando a localidade a qual foi atribuida torna-se a mesma atribuida a ela
na solugao alvo x;. Apds a instalacao i ser fixada, o proximo passo é iniciado. Este processo continua até a
solugao alvo x; ser alcangada ou quando nenhuma solugao vidvel é obtida de z.

Este religamento de caminhos é diferente da variante pardao porque dado as solugoes x; e x+, seus elementos
comuns nao sao mantidos fixos a priori, de modo a uma pequena porgao do espago de solucoes gerado pelos
elementos restantes ser explorada. Nesta nova variante, uma instalacao é fixada por vez a cada passo do
religamento de caminhos.

8. Conclusoes

Este capitulo considerou os componentes estruturais basicos necessarios para projetar heuristicas baseadas
nos principios que regem a meta-heuristica GRASP. Estes componentes incluem esquemas de construgao
aleatérios, procedimentos de busca local e a introdugao de estruturas de meméria através do religamento
de caminhos. Um tépico importante abordado neste capitulo é o GRASP paralelo, além de exemplos de
aplicagoes da meta-heuristica GRASP nas dreas de légica e atribui¢do. O leitor interessado é direcionado ao
artigo de Resende & Ribeiro (2005b).
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